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ABSTRAK: Misalkan 𝑅 adalah suatu gelanggang dengan unsur satuan 1.Suatu unsur 𝑟 ∈ 𝑅 

disebut bersih jika 𝑟 = 𝑢 + 𝑒, untuk suatu unit 𝑢 di 𝑅 dan suatu idempoten 𝑒 di 𝑅. 𝑅 disebut 

gelanggang bersih jika setiap unsurnya adalah bersih. Gelanggang 𝑅 disebut 𝑛-gelanggang 

bersih jika setiap unsur di 𝑅 dapat dinyatakan sebagai penjumlahan idempoten dan 𝑛 unit di 

𝑅. Misalkan 𝐶(𝑅) adalah pusat gelanggang 𝑅 dan 𝑔(𝑥) adalah polinom di pusat 𝐶(𝑅)[𝑥]. 
Suatu unsur 𝑟 di 𝑅 disebut 𝑔(𝑥)-bersih jika 𝑟 = 𝑢 + 𝑠, di mana 𝑢 adalah unit di 𝑅 dan 

𝑔(𝑠) = 0. Selanjutnya 𝑅 disebut 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih jika setiap unsurnya adalah 𝑔(𝑥)-

bersih. Suatu unsur 𝑥 di 𝑅 disebut (𝑛, 𝑔(𝑥))-bersih jika 𝑥 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠, di mana 

𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 adalah unit di 𝑅 dan 𝑔(𝑠) = 0. Selanjutnya gelanggang 𝑅 disebut (𝑛, 𝑔(𝑥))-

gelanggang bersih jika setiap unsurnya (𝑛, 𝑔(𝑥))-bersih. Dalam artikel ini akan mengkaji 

beberapa gelanggang bersih, sifat-sifatnya, dan perluasannya. 

 

Kata Kunci: gelanggang bersih,𝑛-gelanggang bersih,𝑔(𝑥)-gelanggang bersih,(𝑛, 𝑔(𝑥))-

gelanggang bersih.  
 

Gelanggang yaitu suatu himpunan disertai dengan dua operasi biner (operasi 

penjumlahan dan operasi perkHandaman) yang memenuhi syarat-syarat tertentu. 

Nicholson (1977) memperkenalkan konsep gelanggang bersih sebagai suatu 

gelanggang yang setiap unsurnya bersih, yaitu dapat dinyatakan sebagai jumlah dari 

suatu unsur idempoten dan unit di gelanggang tersebut. Lebih lanjut dalam 

perkembangannya, didefinisikan 𝑛-gelanggang bersih, yaitu suatu gelanggang yang 

sebarang unsurnya dapat dinyatakan sebagai jumlah dari idempoten dan 𝑛 unit dari 

gelanggang tersebut. Dikaitkan dengan konsep gelanggang polinomial, didefinisikan 

𝑔(𝑥)-gelanggang bersih 𝑅 sebagai suatu gelanggang yang sebarang unsurnya dapat 

dinyatakan sebagai jumlah dari unit dan suatu 𝑠 ∈ 𝑅, dengan 𝑔(𝑠) = 0 untuk suatu 

𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(𝑅)[𝑥], di mana  

𝐶(𝑅) ≔ {𝑥 ∈ 𝑅|𝑥𝑟 = 𝑟𝑥, ∀𝑟 ∈ 𝑅} 

adalah pusat dari 𝑅. 

Pembahasan mengenai 𝑛-gelanggang bersih dan 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih 

dikembangkan menjadi konsep (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih.  

Artikel ini akan dimulai dengan notasi berkaitan dengan gelanggang bersih. 

Selanjutnya akan dibahas definisi-definisi, proposisi, lemma yang merupakan hasil 

utama dari tulisan ini. Artikel ini ditutup dengan kesimpulan dan masalah terbuka 

yang dapat dikembangkan untuk penelitian selanjutnya. 

  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 Dalam artikel ini, 𝑈(𝑅) adalah grup dari unit-unit, √0 adalah nilradical, 

𝐼𝑑(𝑅) adalah himpunan dari idempoten-idempoten, dan 𝐽(𝑅) adalah radikal 

Jacobson. 



 

Definisi 1 Unsur Bersih dan Gelanggang Bersih (Handam, 2009:1007) 

Misalkan 𝑅 suatu gelanggang dengan satuan. Suatu unsur 𝑟 di 𝑅 disebut unsur 

bersih jika 𝑟 dapat dinyatakan sebagai jumlah dari suatu unsur idempoten dan unit di 

𝑅.  Gelanggang 𝑅 adalah gelanggang bersih jika setiap unsur di 𝑅 adalah unsur 

bersih. 

Contoh 1 Misalkan 𝑝 adalah prima. ℤ𝑝 adalah gelanggang bersih. 

 

Definisi 2 Unsur Periodik (Handam, 2009:1009) 

Suatu unsur 𝑥 ∈ 𝑅 disebut periodik jika ada bilangan buat 𝑛, 𝑚 dengan 𝑛 >
𝑚 ≥ 1 sedemikian sehingga 𝑥𝑛 = 𝑥𝑚.  

Contoh 2 −1, 0, dan 1 merupakan unsur periodik di gelanggang ℤ. 

  

Lemma 1 (Handam, 2009:1009) 

Setiap unsur periodik di gelanggang 𝑅 adalah bersih. 

Bukti: Lihat Handam (2009). 

 

Proposisi 1 (Han dan Nicholson, 2001:2589) 

Setiap unsur idempoten di gelanggang 𝑅 adalah bersih. 

Bukti: 

Ambil sebarang unsur idempoten 𝑒 ∈ 𝑅, maka 

𝑒 = (1 − 𝑒) + (2𝑒 − 1) 

Karena 1 − 𝑒 adalah unsur idempoten dan 2𝑒 − 1 adalah unit 

Maka 𝑒 adalah bersih. 

 

Proposisi 2 (Han dan Nicholson,2001:2589) 

Sebarang unsur unit di gelanggang 𝑅 adalah bersih. 

Bukti: 

 Ambil sebarang unit 𝑢 ∈ 𝑅 

𝑢 = 𝑢 + 0, 0 ∈ 𝐼𝑑(𝑅); 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 

Maka 𝑢 adalah unsur bersih. 

 

Proposisi 3 (Han dan Nicholson, 2001:2589) 

Misalkan 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 bersih jika dan hanya jika 1 − 𝑎 bersih. 

Bukti: 

Ambil sebarang unsur bersih 𝑎 ∈ 𝑅 

Akibatnya, 𝑎 = 𝑒 + 𝑢, untuk suatu 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) dan 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 

1 − 𝑎 = 1 − (𝑒 + 𝑢) 

 = 1 − 𝑒 − 𝑢 

 = 1 − 𝑒 + (−𝑢) 

 

Diperoleh 1 − 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) 

Karena 1 − 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) dan −𝑢 ∈ 𝑈(𝑅), maka 1 − 𝑎 adalah bersih. 



Selanjutnya, karena 1 − 𝑎 adalah bersih, maka 1 − 𝑎 = 𝑒 + 𝑢, dengan 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) dan 

𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 

Perhatikan bahwa 

 1 − 𝑎 = 𝑒 + 𝑢 

𝑎 = 1 − 𝑒 − 𝑢, dengan 1 − 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) dan −𝑢 ∈ 𝑈(𝑅) 

Maka 𝑎 adalah bersih. 

 

Definisi 3 𝒏-gelanggang Bersih (Handam, 2009:1007) 

Misalkan 𝑛 ∈ ℕ. Suatu gelanggang 𝑅 disebut 𝑛-gelanggang bersih jika setiap 

unsur dari 𝑅 dapat ditulis sebagai jumlah dari suatu idempoten dan 𝑛 unit. 

 

Contoh 3 

ℤ3 adalah gelanggang bersih yang mempunyai idempoten 0̅ dan 1̅, serta unit di ℤ3 

adalah 1̅ dan 2̅. ℤ3 adalah 2-gelanggang bersih, sebab 

0̅ = 1̅ + 1̅ + 1̅ = 1̅ + 2 1̅ 

1̅ = 0̅ + 2̅ + 2̅ = 0̅ + 2 2̅ 

2̅ = 1̅ + 2̅ + 2̅ = 1̅ + 2 2̅ 

Jadi, ℤ3 adalah 2-gelanggang bersih. 

Keterangan: Jika 𝑅 adalah gelanggang bersih, maka 𝑅 adalah 1-gelanggang bersih. 

 

Definisi 4 𝒈(𝒙)-gelanggang bersih (Handam, 2009:1007) 

Misalkan 𝑅 adalah suatu gelanggang. Didefinisikan  

𝐶(𝑅) ≔ {𝑥 ∈ 𝑅|𝑥𝑟 = 𝑟𝑥, ∀𝑟 ∈ 𝑅} 

Dan disebut pusat dari gelanggang 𝑅, dan misal 𝑔(𝑥) adalah suatu polinom tetap di 

𝐶(𝑅)[𝑥]. Suatu unsur 𝑟 ∈ 𝑅  dikatakan 𝑔(𝑥)-bersih, jika 𝑟 = 𝑢 + 𝑠 ,untuk suatu 𝑢 ∈
𝑈(𝑅) dan 𝑔(𝑠) = 0. Gelanggang 𝑅 disebut 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih jika setiap unsur 

di 𝑅 adalah 𝑔(𝑥)-bersih. 

Contoh 4  

Sebarang gelanggang bersih 𝑅 merupakan suatu (𝑥2 − 𝑥)-gelanggang bersih. 

 

 Definisi 5 (n,g(x))-gelanggang Bersih (Handam, 2009:1008) 

Misalkan 𝑛 suatu bilangan bulat positif dan misal 𝑔(𝑥) suatu polinom tetap di 

𝐶(𝑅)[𝑥]. Suatu unsur 𝛼 ∈ 𝑅 disebut (𝑛, 𝑔(𝑥))-bersih jika 𝛼 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 +

𝑠, di mana 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 adalah unit-unit di 𝑅 dan 𝑔(𝑠) = 0. Suatu gelanggang 

disebut (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih jika setiap unsur di 𝑅 adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-bersih. 

Contoh 5 

1.  Diketahui gelanggang matrik segitiga atas 

𝑅 ≔ {[
𝑎̅ 𝑏̅ 𝑐̅
0̅ 𝑑̅ 𝑒̅
0̅ 0̅ 𝑓̅

] |𝑎̅, 𝑏̅, 𝑐̅, 𝑑̅, 𝑒̅, 𝑓̅ ∈ ℤ2}. 

Maka [
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

] adalah unsur (2, 𝑥2 + 𝑥3)-bersih 

Bukti: 



Perhatikan bahwa [
1̅ 0̅ 0̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] merupakan unit di 𝑅 sebab [
1̅ 0̅ 0̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] adalah 

unsur satuan di 𝑅. 

Dan [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] juga merupakan unit di 𝑅 sebab ada [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] sehingga 

[
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] = [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] = [
1̅ 0̅ 0̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] 

Selanjutnya, misalkan 𝑔(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥3 ∈ 𝐶(𝑅)[𝑥] 

𝑔 ([
0̅ 1̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

]) = [
0̅ 1̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

]

2

+ [
0̅ 1̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

]

3

= [
0̅ 0̅ 0̅
0̅ 0̅ 0̅
0̅ 0̅ 0̅

] 

Karena  

[
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

] = [
1̅ 0̅ 0̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] + [
1̅ 0̅ 1̅
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅

] + [
0̅ 1̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

] 

Maka 

 [
0̅ 1̅ 0̅
0̅ 0̅ 1̅
0̅ 0̅ 1̅

] adalah (2, 𝑥2 + 𝑥3)-bersih. 

2. ℤ3 adalah (1, 𝑥2 − 𝑥)-gelanggang bersih 

 

Pemilihan polinom 𝑔(𝑥) adalah tidak tunggal, dapat juga dipilih polinom-

polinom lain dengan memperhatikan sifat unsur idempoten. Misalnya, 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 𝑥 

atau 𝑔(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥2. 

Selanjutnya, sebarang gelanggang bersih 𝑅 adalah (1, 𝑥2 − 𝑥)-gelanggang 

bersih dan sebarang 𝑛-gelanggang bersih 𝑅 adalah (𝑛, 𝑥2 − 𝑥)-gelanggang bersih.  

 

Proposisi 4 (Handam, 2009:1008) 

Misalkan 𝑔(𝑥) suatu polinom di 𝐶(𝑅)[𝑥]. Dua kondisi berikut adalah ekivalen: 

(1) Setiap unsur 𝛼 ∈ 𝑅 punya bentuk 𝛼 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠, di mana 𝑔(𝑠) = 0 

dan 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝑈(𝑅). 

(2) Setiap unsur 𝛼 ∈ 𝑅 punya bentuk 𝛼 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 − 𝑠, di mana 𝑔(𝑠) = 0 

dan 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 ∈ 𝑈(𝑅). 

Bukti: 

(1)⟹(2) Ambil sebarang 𝛼 ∈ 𝑅, akibatnya – 𝛼 ∈ 𝑅 

– 𝛼 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠, di mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅) dan 𝑔(𝑠) = 0 

  𝛼 = (−𝑢1) + (−𝑢2) + ⋯ + (−𝑢𝑛) + (−𝑠)  

= (−𝑢1) + (−𝑢2) + ⋯ + (−𝑢𝑛) − 𝑠, di mana (−𝑢𝑖) ∈ 𝑈(𝑅) dan 

𝑔(𝑠) = 0. 

(2)⟹(1) Ambil sebarang 𝛼 ∈ 𝑅, akibatnya – 𝛼 ∈ 𝑅 

– 𝛼 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 − 𝑠, di mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅) dan 𝑔(𝑠) = 0 

  𝛼 = −(𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 − 𝑠)  



= (−𝑢1) + (−𝑢2) + ⋯ + (−𝑢𝑛) + 𝑠, di mana (−𝑢𝑖) ∈ 𝑈(𝑅) dan 

𝑔(𝑠) = 0. 

 

Proposisi 5 (Handam, 2009:1009) 

Misalkan 𝑛, 𝑚 adalah dua bilangan bulat positif, 𝑚 > 1. Jika gelanggang 𝑅 

adalah (𝑛, 𝑥𝑚 − 𝑥)-gelanggang bersih, maka 𝑅 adalah (𝑛 + 1)-gelanggang bersih. 

Bukti : 

Ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅 

Karena 𝑅 adalah (𝑛, 𝑥𝑚 − 𝑥)-gelanggang bersih, maka 𝑟 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠, 

di mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅), dengan 𝑖 = 1,2,1, … , 𝑛 dan 𝑔(𝑠) = 𝑠𝑚 − 𝑠 = 0. 

Karena 𝑠𝑚 = 𝑠 maka 𝑠 unsur periodik di 𝑅. 

Berdasakan Lemma 1 , 𝑠 adalah suatu unsur bersih 

Akibatnya, 𝑠 = 𝑣 + 𝑒, untuk suatu 𝑣 ∈ 𝑈(𝑅) dan 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅) 

Oleh karena itu 

𝑟 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠 

 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑣 + 𝑒 

 di mana 𝑢𝑖 , 𝑣 ∈ 𝑈(𝑅) dan 𝑒 ∈ 𝐼𝑑(𝑅). Karena ada 𝑛 + 1 unsur unit, berarti 𝑅 adalah 

(𝑛 + 1)-gelanggang bersih. 

 

Untuk sebarang bilangan bulat positif 𝑛, misal 𝑈𝑛(𝑅) dinotasikan sebagai 

himpunan dari unsur-unsur dari 𝑅 yang dapat ditulis sebagai suatu jumlah yang tidak 

lebih dari 𝑛 unit-unit dari 𝑅. 

 

Proposisi 6 (Handam, 2009:1009) 

Misalkan 𝑛, 𝑚 adalah dua bilangan bulat positif dan  

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0, dengan 𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅). 
Jika 𝑅 adalah suatu (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih, maka 𝑅 = 𝑈𝑛+1(𝑅). 

Bukti : 

Jelas 𝑈𝑛+1(𝑅) ⊆ 𝑅 

Akan dibuktikan 𝑅 ⊆ 𝑈𝑛+1(𝑅) 

Ambil sebarang 𝑝 ∈ 𝑅, akan ditunjukkan bahwa 𝑝 ∈ 𝑈𝑛+1(𝑅) 

Karena 𝑝 ∈ 𝑅, maka 𝑝 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠, di mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅), untuk 𝑖 =
1,2, … , 𝑛 dan 𝑔(𝑠) = 𝑎𝑚𝑠𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 = 0 

Perhatikan bahwa 

𝑎𝑚𝑠𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑠𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 = 0 

𝑠(𝑎𝑚𝑠𝑚−1 + 𝑎𝑚−1𝑠𝑚−2 + ⋯ + 𝑎1) = −𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅) 

Selanjutnya, misal 𝑏 ≔ 𝑎𝑚𝑠𝑚−1 + 𝑎𝑚−1𝑠𝑚−2 + ⋯ + 𝑎1, 

didapat 

𝑠𝑏 = −𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅) 

Karena 𝑠𝑏 ∈ 𝑈(𝑅), maka ada 𝑥 ∈ 𝑅 sehingga  
(𝑠𝑏)𝑥 = 𝑥(𝑠𝑏) = 1, 

 yang mengakibatkan (𝑥𝑏)𝑠 = 𝑠(𝑥𝑏) = 1, dan berarti 𝑥𝑏 adalah invers dari 𝑠 

Jadi, 𝑠 ∈ 𝑈(𝑅). Sehingga 𝑝 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠 ∈ 𝑈𝑛+1(𝑅) 

Dengan demikian, 𝑅 ⊆ 𝑈𝑛+1(𝑅) 



Karena 𝑈𝑛+1(𝑅) ⊆ 𝑅 dan 𝑅 ⊆ 𝑈𝑛+1(𝑅), maka 𝑅 = 𝑈𝑛+1(𝑅). 

 

Proposisi 7 (Handam, 2009:1009) 

 Misalkan 𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑆 adalah suatu epimorfisma gelanggang. Jika 𝑅 adalah 

(𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih, maka 𝑆 adalah suatu (𝑛, ℎ(𝑔(𝑥)))-gelanggang bersih, 

di mana ℎ adalah suatu pemetaan dari 𝐶(𝑅)[𝑥] ke 𝐶(𝑆)[𝑥] didefinisikan oleh 

ℎ(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖) = ∑ 𝑓(𝑎𝑖)𝑥𝑖. 

Bukti : 

Misalkan 𝑔(𝑥) ≔ ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=0 ∈ 𝐶(𝑅)[𝑥], maka  

ℎ(𝑔(𝑥)) = ℎ (∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑚

𝑖=0

) = ∑ 𝑓(𝑎𝑖)𝑥𝑖

𝑚

𝑖=0

∈ 𝐶(𝑆)[𝑥]. 

Ambil sebarang 𝑝 ∈ 𝑆, maka ada 𝑡 ∈ 𝑅 sehingga 𝑓(𝑡) = 𝑝 

Karena 𝑅 adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih, maka 𝑡 = 𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑑, di 

mana 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅) dan 𝑔(𝑑) = 0𝑅 

Karena 𝑓 homomorfisma, maka 𝑓(0𝑅) = 0𝑆 

Sehingga 

 0𝑆 = 𝑓(0𝑅) = 𝑓(𝑔(𝑑)) 

 = 𝑓(∑ 𝑎𝑖𝑑
𝑖𝑚

𝑖=0 ) 

 = 𝑓(𝑎0) + 𝑓(𝑎1𝑑) + 𝑓(𝑎2𝑑2) + ⋯ + 𝑓(𝑎𝑚𝑑𝑚) 

 = 𝑓(𝑎0) + 𝑓(𝑎1)𝑓(𝑑) + 𝑓(𝑎2)𝑓(𝑑)2 + ⋯ + 𝑓(𝑎𝑚)𝑓(𝑑)𝑚 

 = ∑ 𝑓(𝑎𝑖)(𝑓(𝑑))𝑖𝑚
𝑖=0  

 = ℎ(𝑔(𝑓(𝑑))) 

Selanjutnya, 

 𝑝 = 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑢1 + 𝑢2 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑑) 

 = 𝑓(𝑢1) + 𝑓(𝑢2) + ⋯ + 𝑓(𝑢𝑛) + 𝑓(𝑑),  

Karena 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅) maka 𝑓(𝑢𝑖) ∈ 𝑈(𝑆). Diperoleh 

𝑝 = 𝑓(𝑢1) + 𝑓(𝑢2) + ⋯ + 𝑓(𝑢𝑛) + 𝑓(𝑑) dimana 𝑓(𝑢𝑖) ∈ 𝑈(𝑆) dan ℎ (𝑔(𝑓(𝑑))) =

0𝑆 

Jadi, 𝑆 adalah (𝑛, ℎ(𝑔(𝑥)))-gelanggang bersih. 

 

Teorema 1 (Handam, 2009:1010) 

Misalkan 𝑅[[𝑥]] adalah gelanggang dari semua formal power series atas suatu 

gelanggang 𝑅 atau dengan notasi himpunan 

𝑅[[𝑥]] ≔ {∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0 |𝑎𝑖 ∈ 𝑅} 

Maka 𝑅[[𝑥]] adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih jika dan hanya jika 𝑅 adalah 𝑔(𝑥)-

gelanggang bersih. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑝 ∈ 𝑅, akibatnya 𝑝 dapat ditulis 

  𝑝 = 𝑝 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯  ∈ 𝑅[[𝑥]]. ……..(1) 

Karena 𝑅[[𝑥]] adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih, maka 



𝑝 = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=0

+ 𝑠 

untuk suatu ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0 ∈ 𝑈(𝑅[[𝑥]]) dan 𝑔(𝑠) = 0…………(2) 

Dari (1) dan (2) 

𝑝 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯ = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑠 

𝑝 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯ = (𝑎0 + 𝑠) + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ 

Sehingga diperoleh 

𝑝 = 𝑎0 + 𝑠 dan 𝑎𝑗 = 0, untuk 𝑗 = 1,2,3, … 

Karena ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0 ∈ 𝑈(𝑅[[𝑥]]), maka 𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅). 

Jadi, 𝑅 adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih. 

 

Selanjutnya, ambil sebarang 𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯  ∈ 𝑅[[𝑥]], dengan 𝑎𝑖 ∈ 𝑅. 
Karena 𝑅 adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih, maka  

𝑎0 = 𝑢 + 𝑠, untuk suatu 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅)dan 𝑔(𝑠) = 0. 
Sehingga 

𝑝(𝑥) = 𝑢 + 𝑠 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ 

= (𝑢 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ ) + 𝑠 

Karena 𝑢 ∈ 𝑈(𝑅), maka 

𝑢 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ ∈ 𝑈(𝑅[[𝑥]]) 

Jadi, 𝑅[[𝑥]] adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih.  

 

Proposisi 8 (Handam, 2009:1010) 

Misalkan 𝑛 adalah suatu bilangan bulat positif. Gelanggang 𝑅[[𝑥]] adalah 

(𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih jika dan hanya jika 𝑅 adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang 

bersih. 

Bukti: 

Anggap 𝑅[[𝑥]] adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

Berdasarkan teorema natural homomorfisma, maka pemetaan 

𝛼: 𝑅[[𝑥]] →
𝑅[[𝑥]]

(𝑥)⁄  

dimana merupakan suatu epimorfisma gelanggang. 

Akibatnya, berdasarkan Proposisi 7, 
𝑅[[𝑥]]

(𝑥)⁄  adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

Senjutnya, anggap 𝑅 adalah suatu (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

Misal 𝑓 = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=0 ∈ 𝑅[[𝑥]], maka  

𝑎0 = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠 

dimana 𝑔(𝑠) = 0 dan 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, … , 𝑢𝑛 adalah unit-unit di 𝑅. 
Maka 

𝑓 = 𝑎0 + ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=1

 



= 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛 + 𝑠 + ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=1

 

= 𝑠 + (𝑢1 + ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖

∞

𝑖=1

) + 𝑢2 + 𝑢3 + ⋯ + 𝑢𝑛,   𝑔(𝑠) = 0, 𝑢𝑖 ∈ 𝑈(𝑅)

⊆ 𝑈(𝑅[[𝑥]])  (2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛) 

Karena 𝑢1 ∈ 𝑈(𝑅) maka  𝑢1 + ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖∞

𝑖=1 ∈ 𝑈(𝑅[[𝑥]]) 

Jadi, 𝑅[[𝑥]] adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

 

Proposisi 9 (Handam, 2009:1010) 

Jika 𝑅 adalah sebarang gelanggang komutatif dengan satuan, maka 

gelanggang polinom 𝑅[𝑥] bukan (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

Bukti: 

Karena 𝑅 adalah gelanggang komutatif dengan satuan, 

𝑈(𝑅[𝑥]) = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑘𝑥𝑘|𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅), 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑘 ∈ √0}. 

Andaikan 𝑥 adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-bersih, misalkan 

𝑥 = (𝑢1 + 𝑎11𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑘1
𝑥𝑘1) + (𝑢2 + 𝑎21𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑘2

𝑥𝑘2) + ⋯ +

(𝑢𝑛 + 𝑎𝑛1𝑥 + ⋯ + 𝑎𝑎𝑘𝑛
𝑥𝑘𝑛) + 𝑠, 

di mana 𝑔(𝑠) = 0, 𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛 adalah unit-unit di 𝑅 dan 𝑎𝑖𝑗 ∈ √0 ⊆ 𝐽(𝑅)  (1 ≤ 𝑖 ≤

𝑛, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖). Maka 

1 = ∑ 𝑎𝑖1

𝑛

𝑖=1

∈ 𝐽(𝑅) 

Hal ini kontradiksi. 

Jadi, 𝑅[𝑥] bukan (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

 

PENUTUP  

Dari pembahasan diatas, maka berikut adalah beberapa hasil-hasil . 

1. Setiap unsur idempoten dan unit di gelanggang 𝑅 adalah bersih. 

2. Misalkan 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 bersih jika dan hanya jika 1 − 𝑎 bersih. 

3. Misalkan 𝑛, 𝑚 adalah dua bilangan bulat positif, 𝑚 > 1. Jika gelanggang 𝑅 

adalah (𝑛, 𝑥𝑚 − 𝑥)-gelanggang bersih, maka 𝑅 adalah (𝑛 + 1)-gelanggang 

bersih. 

4. Misalkan 𝑛, 𝑚 adalah dua bilangan bulat positif dan  

𝑔(𝑥) = 𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑎𝑚−1𝑥𝑚−1 + ⋯ + 𝑎1𝑥 + 𝑎0, dengan 𝑎0 ∈ 𝑈(𝑅). 
Jika 𝑅 adalah suatu (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih, maka 𝑅 = 𝑈𝑛+1(𝑅). 

5. Misalkan 𝑓: 𝑅 ⟶ 𝑆 adalah suatu epimorfisma gelanggang. Jika 𝑅 adalah 

(𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih, maka 𝑆 adalah suatu (𝑛, ℎ(𝑔(𝑥)))-gelanggang 

bersih, di mana ℎ adalah suatu pemetaan dari 𝐶(𝑅)[𝑥] ke 𝐶(𝑆)[𝑥] 
didefinisikan oleh ℎ(∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖) = ∑ 𝑓(𝑎𝑖)𝑥𝑖. 



6. 𝑅[[𝑥]] adalah 𝑔(𝑥)-gelanggang bersih jika dan hanya jika 𝑅 adalah 𝑔(𝑥)-

gelanggang bersih. 

7. Gelanggang 𝑅[[𝑥]] adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih jika dan hanya jika 

𝑅 adalah (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

8. Jika 𝑅 adalah sebarang gelanggang komutatif dengan satuan, maka 

gelanggang polinom 𝑅[𝑥] bukan (𝑛, 𝑔(𝑥))-gelanggang bersih. 

 

Karena dalam artikel ini hanya mengkaji macam-macam gelanggang bersih, 

sifat-sifat, dan perluasannya. Maka untuk peneliti selanjutnya menyarankan agar 

dikembangkan lebih jauh mengenai modul bersih. 
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